
 

 

ΑΑΠΠΟΟΛΛΥΥΤΤΗΗΡΡΙΙΕΕΣΣ  ΕΕΞΞΕΕΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΔΔ΄́  ΤΤΑΑΞΞΗΗΣΣ    
ΕΕΣΣΠΠΕΕΡΡΙΙΝΝΟΟΥΥ  ΕΕΝΝΙΙΑΑΙΙΟΟΥΥ  ΛΛΥΥΚΚΕΕΙΙΟΟΥΥ  κκααιι  ΠΠΑΑΝΝΕΕΛΛΛΛΑΑΔΔΙΙΚΚΕΕΣΣ  

ΕΕΞΞΕΕΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΕΕΣΣΠΠΕΕΡΡΙΙΝΝΟΟΥΥ  ΕΕΠΠΑΑΛΛ  ((ΟΟΜΜΑΑΔΔΑΑΣΣ  ΒΒ΄́))  
ΣΣΑΑΒΒΒΒΑΑΤΤΟΟ  1166  ΜΜΑΑÏÏΟΟΥΥ  22001111    

ΑΑΠΠΑΑΝΝΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΣΣΤΤΑΑ  ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑΤΤΙΙΚΚΑΑ    
ΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ΤΤΕΕΧΧΝΝΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΕΕΥΥΘΘΥΥΝΝΣΣΗΗΣΣ  

 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδες 260-261 
Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 280 
Α3. α. Σωστό ,  β. Σωστό,  γ. Λάθος,   

δ. Λάθος,   ε. Σωστό. 
 

ΘΕΜΑ Β 
 z - 3i   = 1,  άρα ο γ.τ. των εικόνων του  z  είναι 

       
B1. 

κύκλος με κέντρο  Κ (0 , 3)  και ακτίνα  ρ = 1
 

z - 3i  02 z - 3i   = 1    z - 3i   = 1    (z - 3i)(z + 3i) = 1  
1       z + 3i = 

z - 3i



  B2. 
 

2
1 z + 3i z + 3i w = z - 3i +  = z - 3i +  = z - 3i + 

z - 3i (z - 3i)(z + 3i) z - 3i
          = z - 3i + z + 3i = z + z = 2Re(z)  IR

B3. 
 

       1ος τρόπος 
Από το γ.τ. των εικόνων του  z  προκύπτει  
ότι  -1  Re(z)  1   
-2  2Re(z)  2   

  -2   w  2 
2ος τρόπος 
Από το γ.τ. των εικόνων του  z  έχουμε :  
x2 + (y - 3)2 = 1   
άρα  x2  1    │x │  1    -1  x  1   
-2  2x  2    -2  2Re(z)  2   

  -2   w  2 
z = x + yi

w = 2x
 z - w   =   x + yi - 2x   = -x + yi  = -(x - yi)  = -z  = zB4.  
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ΘΕΜΑ Γ 
3

2 2
2 2

2 2 2 2x  - 2f (x) =  x  +    και   f΄(x) =  x  +  = 2x -   = ,  x 0
x x x x

   
 

Γ1.  

 
 
 
 
 
 

H f  είναι γνησίως φθίνουσα στα (- , 0)  και  (0 , 1],  ενώ είναι γνησίως 
αύξουσα στο [1 , +).  
Η  f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για  x =  1,  την τιμή  f (1) = 3 

Γ2. f (2) = 5  και  f΄(2) = 7
2

. 

7(ε) : y - f (2) = f΄(2) (x - 2)    y - 5 = (x - 2)   
2

 
7 y = x - 2 
2  

0 0

0 0

2

x x

2

x x

2

x - x -

2 f (x) = x  +   = + , 
x

2         διότι  x  = 0  και   = +
x

        άρα 
2         f (x) = x  + 
x

im im

im im

im im
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Γ3. 

η  C   έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την  x = 0 (y΄y)

 

 

 

2

2x - x - x -

f

2

x + x +

  = + , 

2x  + f (x) 2x              =   = x +  = - , 
x x x

             άρα η  C   δεν έχει ασύμπτωτη στο -
2         f (x) = x  +   = + , 
x

          

im im im

im im

     

   

  
 

   
 



   
 

  

 

2

2x + x + x +

f

2x  + f (x) 2x    =   = x +  = + , 
x x x

             άρα η  C   δεν έχει ασύμπτωτη στο +

im im im
     

   
 



  

 

    x -                                0                         1                   + 
f΄(x) - - + 

f (x) 
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2 2

2 2 2x 1 x 1 x 1

3 2 2

4 2 3x 1 DL'H x 1

1 1 1 + 2x  - 3xf  - 3  + 2x - 3x x x =  =    
x  - 1 x  - 1 x  - 1

1 + 2x  - 3x 6x  - 6x                          =  =   = 
x  - x 4x  - 2x

im im im

im im

  

 

 
 
 Γ4. 

0

  

 
 

ΘΕΜΑ Δ 

 g΄(x) = x f (x) + συνx  = f (x) + xf΄(x) - ημx = 0
      άρα .

Δ1. 
η  g  είναι σταθερή στο  IR

 

Για  x = 0,  είναι  g (0) = 1,  άρα  g (x) = 1, για κάθε  x IR
      x f (x) + συνx = 1    x f (x) = 1 -  συνx

1 -  συνx      Για  x  0  είναι  f (x) = .
x


  



Δ2. 

 

Δ3. Θεωρούμε τη συνάρτηση  h,  με  h (x) = x . ημx + συνx - 1 

        Η  h  είναι συνεχής στο  
π 3π , 
2 2

 
  

  ως πράξεις συνεχών   

      

π π π π π  h  = ημ  + συν  - 1 =  - 1 > 0
2 2 2 2 2
3π 3π 3π 3π 3π   h  = ημ  + συν  - 1 = -  - 1 < 0
2 2 2 2 2

   
 
 
 
 

 

        Από  Θ. Bolzano η εξίσωση  h (x) = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  
π 3π , 
2 2

 
  

. 

Δ4. Θεωρούμε τη συνάρτηση  φ,  με  φ (x) = x . ημx + συνx - 1 - 2
2

2 x
π

 

        Η  φ  είναι συνεχής στο  
π  , π
2

 
  

  ως πράξεις συνεχών   

      
π π π π 1 π - 3  φ  = ημ  + συν  - 1 -  =  > 0
2 2 2 2 2 2

   φ (π) = πημπ + συνπ - 1 - 2= -4 < 0

   
   

        Από  Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ  
π  , π (0 , π)
2

    
, 

τέτοιο ώστε  φ (ξ) = 0  ή    ξ . ημξ + συνξ = 1 + 2
2

2 ξ
π

. 


